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Re´sume´ :
Nous e´tudions les instabilite´s de convection naturelle d’une lame d’air (Pr = 0.71) bi-pe´riodique
confine´e entre deux plaques verticales. Nous nous appuyons sur des simulations nume´riques directes
3D au voisinage du nombre de Rayleigh critique. Deux cas sont conside´re´s. Dans le premier cas, la
tempe´rature sur chaque paroi est constante - cas isotherme. Dans le deuxie`me cas, une stratification
constante est impose´e aux parois : la tempe´rature augmente line´airement avec la hauteur. Les re´sultats
sont compare´s avec ceux obtenus par la simulation 2D. Des rouleaux 2D apparaissent dans les deux
cas, mais ils sont stationnaires dans le cas isotherme et oscillatoires dans le cas stratifie´. Dans les
deux cas, ils e´voluent vers un re´gime chaotique pleinement tridimensionnel a` travers une instabilite´
transverse.
Abstract :
The goal of the study is the instability of natural convection in a fluid layer (air, Pr=0.71) between two
vertical, infinite plates, through 3D direct numerical simulation around the critical Rayleigh number.
Two cases are considered. In the first case, the walls are isothermal. In the second case, the temperature
along each wall varies linearly with a positive gradient (stable stratification). Results are compared with
previous 2D simulations. 2D transverse rolls are observed in both cases, but they are stationary in the
isothermal case and oscillatory in the stratified one. However, in both cases, a transverse instability
occurs, and the flow evolves towards a fully 3D, chaotic regime.
Mots clefs : instabilite´ ; soliton ; simulation nume´rique
1 Introduction
L’instabilite´ de convection naturelle entre deux plaques planes constitue un proble`me classique [2].
Une grande attention a e´te´ porte´e au cas de plaques horizontales (convection de Rayleigh-Be´nard).
Toutefois le cas de plaques verticales pre´sente un grand inte´reˆt industriel (refroidissement dans les
re´acteurs par exemple). Une des premie`res e´tudes expe´rimentales de convection naturelle entre deux
plaques verticales a e´te´ conduite par Elder [3]. Outre le cas isotherme (tempe´rature constante sur
chaque paroi), une situation qui pre´sente un inte´reˆt particulier pour des applications est celle ou` la
tempe´rature le long de la paroi varie line´airement avec une stratification positive. Bergholz [1], Gill
et Davey[4] ont effectue´ l’analyse de stabilite´ line´aire 2D dans un canal diffe´rentiellement chauffe´ en
pre´sence de stratification. Ils ont e´tabli l’importance relative des effets thermiques et de cisaillement.
Notons que la the´ore`me de Squire ne s’applique pas dans ce syste`me, c’est-a`-dire que le mode le plus
instable n’est pas force´ment 2D. Une premie`re e´tude nume´rique en deux dimensions a e´te´ re´alise´e par
S. Xin [6], pour laquelle la transition vers la turbulence n’a pu eˆtre observe´e en augmentant le nombre
de Rayleigh de l’e´coulement.
Nous nous inte´ressons ici a` la simulation nume´rique 3D de la convection naturelle d’une lame d’air
(Pr = 0.71) bi-pe´riodique confine´e entre deux plaques verticales. Il s’agit d’e´tudier le comportement
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de l’e´coulement au voisinage du nombre de Rayleigh critique et de mettre en e´vidence l’importance
des effets tridimensionnels vis-a`-vis de la stratification. Deux configurations ont e´te´ retenues : le cas
isotherme et un cas stratifie´ avec γ = 8.
2 Proble`me physique et e´quations mathe´matiques
Conside´rons un e´coulement de convection naturelle dans un canal vertical bi-pe´riodique diffe´rentiellement
chauffe´ (figure 1). Les deux plaques verticales sont distantes de L et porte´es l’une a` T∞ + ∆T/2 ,
l’autre a` T∞ −∆T/2 ou` T∞(z) = T0 + T ′∞z et T ′∞ est le gradient vertical de tempe´rature conside´re´
comme constant. La direction x est normale aux plaques, la gravite´ est porte´e par l’axe z. H et Ly
sont les longueurs de pe´riodicite´ respectivement suivant les directions z et y.
Fig. 1 – Domaine d’e´tude
L’ecoulement de´pend de cinq parame`tres sans dimension :
– le nombre de Prandtl : Pr = ν/κ ;
– les rapports de forme : H/D et Ly/D ;
– le nombre de Rayleigh base´ sur la largeur : RaD =
gβ∆TD3
νκ ;
– le parame`tre de stratification : γ4 = 1
4
RaDS avec S = T
′
∞
D
∆T ;
ou` ν est la viscosite´ du fluide, κ sa conductivite´ thermique, β le coefficient de compressibilite´ thermique,
g la gravite´, ∆T la diffe´rence de tempe´rature entre les plaques et D l’e´cartement entre les plaques.
Dans le cas de parois isothermes (γ = 0), l’e´coulement est re´gi par les e´quations classiques de conserva-
tion pour la quantite´ de mouvement et l’e´nergie sous l’hypothe`se de Boussinesq, avec pour grandeurs
de re´fe´rence κD (RaD)
1/2 pour la vitesse, D pour la longueur et θ = T−T0
∆T pour la tempe´rature.
∇ · u = 0 (1)
∂u
∂t
+ u · ∇u = − 1
ρ0
∇p+ Pr√
RaD
∆u+ Prθz
¯
(2)
∂θ
∂t
+ u · ∇θ = 1√
RaD
∆θ (3)
avec les conditions aux limites suivantes aux parois : u(0, y, z, t) = u(1, y, z, t) = 0, θ(0, y, z, t) = 0.5,
θ(1, y, z, t) = −0.5 et des conditions aux limites pe´riodiques suivant y et z.
Dans le cas d’une stratification impose´e aux parois, ces e´quations sont modifie´es par l’usage de gran-
deurs de re´fe´rence tenant compte du gradient thermique sans dimension S de fac¸on a` assurer la
pe´riodicite´ des e´quations suivant z : κD (
RaD
S )
1/2 pour la vitesse, D pour la longueur et Θ = θ − Sz
pour la tempe´rature. On obtient les e´quations du mouvement adimensionelles suivantes :
∇ · u = 0 (4)
2
20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Besanc¸on, 29 aouˆt au 2 septembre 2011
∂u
∂t
+ u · ∇u = − 1
ρ0
∇p+ Pr
√
S
RaD
(∆u) + PrSΘz
¯
(5)
∂Θ
∂t
+ u · ∇(Θ + Sz) =
√
S
RaL
(∆Θ) (6)
avec les conditions aux limites suivantes aux parois : u(0, y, z, t) = u(1, y, z, t) = 0, Θ(0, y, z, t) = 0.5,
Θ(1, y, z, t) = −0.5 et des conditions aux limites pe´riodiques suivant y et z.
Le syste`me d’e´quations admet une solution exacte stationnaire ne de´pendant que de la direction x
normale aux parois.
W (x) =
1
4i
(
sinh(1 + i)γ(x− 1
2
)
sinh(1 + i)γ
2
− sinh(1− i)γ(x−
1
2
)
sinh(1− i)γ
2
) (7)
Θ(x) = −1
4
(
sinh(1 + i)γ(x− 1
2
)
sinh(1 + i)γ
2
− sinh(1− i)γ(x−
1
2
)
sinh(1− i)γ
2
) (8)
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Fig. 2 – Profil de tempe´rature et de vitesse verticale pour la solution de base : (a) et (b) cas isotherme
γ = 0 ; (c) et (d) cas stratifie´ γ = 8
La situation limite γ = 0 constitue le cas isotherme. La solution de base W (x) et θ(x) correspond
alors au profil de la conduction pure.
W (x) =
1
6
(
(x− 1
2
)2 − 1
4
(x− 1
2
)
)
et θ(x) = −(x− 1
2
) (9)
La solution est repre´sente´e pour les deux configurations e´tudie´es en figure 2.
Le code de re´solution utilise une discre´tisation spectrale de type Tchebyshev suivant x et z et de type
Fourier suivant y avec une paralle´lisation par sous-domaines dans la direction z (pour plus de´tails,
voir [7]). Les e´quations sont inte´gre´es a` partir de la solution de base. Le canal a pour dimensions
respectivement 1,1 et 10 suivant les directions x, y et z pour un nombre de points de discre´tisation
respectivement de 40, 30 et 160. Le nombre de Prandtl Pr est pris e´gal a` 0.71.
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3 Cas isotherme : γ = 0
Six simulations nume´riques directes ont e´te´ re´alise´es pour des nombres de Rayleigh suivants : 5000,
6000, 7000, 8000, 1.2E4 et 1.5E4. Pour RaD = 5000 l’e´coulement est stable. Pour RaD = 6000 a`
RaD = 8000 une solution stationnaire de 4 rouleaux bidimensionnels est observe´e dans le domaine
H = 10 (figure 3-a). On de´duit de la mesure des amplitudes une approximation du nombre de Rayleigh
critique autour de Rac = 5930. Ces re´sultats sont en accord avec les valeurs critiques issues de
l’analyse de stabilite´ line´aire 2D [1]. Pour les deuxRaD supe´rieurs, la solution stationnaire se de´stabilise
et nous observons tout d’abord une re´duction du nombre de rouleaux de 4 a` 3 rouleaux 2D, ce
qui semble sugge´rer une instabilite´ de type Eckhaus, a` laquelle s’ajoute une oscillation temporelle
(figure 3-b-c) de type onde stationnaire. Pour Ra = 1.5E5, les rouleaux 2D deviennent instables
transversalement et e´voluent vers des structures pleinement tridimensionnelles dont les premie`res
structurations sont pre´sente´es sur les figures (figure 3-d-e). Le comportement temporel de l’e´coulement
devient apparemment chaotique (figure 4-a). Nagata et Busse [5] ont aussi observe´ la de´stabilisation
tridimensionnelle de rouleaux transverses pour un e´coulement cisaille´ en canal plan pour une vitesse
de base correspondant a` l’e´quation 7.
(a) (b) (c) (d) (e)
Fig. 3 – Evolution temporelle des structures de l’e´coulement pour γ = 0. Iso-contours de tempe´rature
sur deux plans verticaux (X=0.0245) et (Y=1). (a) RaD = 8000 : rouleaux stationnaires bidimension-
nels ; (b) RaD = 1.2E4 : rouleaux 2D faiblement instationnaires ; (c - e) Ra = 1.5E4 : rouleaux 2D
faiblement instationnaires (t= 275, c), oscillation transverse des rouleaux bidimensionnels(t = 425, d),
e´coulement tridimensionnel (t = 450, e)
4 Cas stratifie´ : γ = 8
Quatre cas ont e´te´ etudie´s : RaD = 1.6E5, RaD = 1.8E5, RaD = 1.9E5 et RaD = 2.8E5. Le choix de
ces parame`tres a e´te´ dicte´ par des re´sultats ante´rieures de simulations 2D [6].
En accord avec [1], l’e´coulement est stable pour RaD = 1.6E5. Pour Ra = 1.8E50 et Ra = 1.9E5
on observe un e´coulement pe´riodique qui correspond au de´veloppement d’ondes progressives dans
chaque couche limite, l’une montante pre`s de la paroi chaude, et l’autre descendante pre`s de la paroi
froide. La bifurcation est super-critique et de type Hopf. L’estimation des amplitudes dans ces deux
simulations conduit a` une approximation du nombre de Rayleigh critique autour de Rac = 1.65E5.
Cette valeur est en accord avec celle obtenue par [1]. Des simulations 2D [6] ont montre´ que lorsque le
nombre de Rayleigh augmente au-dessus de RaD = 2.7E5, on observe l’apparition d’ondes isole´es ou
cnoidales, qui ressemblent a` des solitons. Ces solitons restent stables, et on n’observe pas de re´gime
chaotique et de transition vers la turbulence lorsque le nombre de Rayleigh devient supe´rieur a` 3
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105. Pour des simulations 3D a` RaD = 2.8E5, on observe toujours l’apparition de solitons, mais ces
solitons connaissent une instabilite´ transverse et l’e´coulement semble transitionner vers la turbulence.
La figure 5 illustre cette description : on observe tout d’abord l’apparition de rouleaux pe´riodiques
en temps et en espace (200 ≤ t ≤ 400, figure 4-b), puis l’e´volution vers un soliton 2D (400 ≤ t ≤ 1000,
figure 4-b). Ce soliton 2D devient ensuite instable dans la direction transverse et l’e´coulement e´volue
rapidemment vers le chaos. Ceci montre que la trnsition a` la turbulence ne´cessite la prise en compte
des effets tridimensionnels contrairement a` ce qui est observe´ en cavite´ [8].
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Fig. 4 – Fluctuations de tempe´rature au point (0.038,0.5,5.146). (a) : γ = 0 et RaD = 1.5E4 : t ≤ 400
rouleaux 2D, et t ≥ 400 structures 3D (b) : γ = 8 et RaD = 2.8E5 : 200 ≤ t ≤ 400 : ondes progressives
sous forme de rouleaux 2D, 400 ≤ t ≤ 1000 : de´veloppement d’un soliton 2D, 1000 ≤ t ≤ 1100 :
de´formation transverse du soliton, t ≥ 1100 : re´gime chaotique
5 Conclusions
Nous avons e´tudie´ l’e´coulement dans un canal diffe´rentiellement chauffe´ a` l’aide d’une simulation
nume´rique directe. Deux cas, l’un sans stratification et l’autre avec une stratification stable, ont e´te´
conside´re´s. Nous avons valide´ pour chaque cas notre code en nous appuyant sur les re´sultats de l’analyse
de stabilite´ line´aire. Dans le cas isotherme (γ = 0), la solution stationnaire reste bidimensionnelle au
moins jusqu’a` Ra = 8000. On observe ensuite une premie`re instabilite´ bidimensionnelle suivie d’une
de´stabilisation transverse. Dans le cas stratifie´ (γ = 8), l’instabilite´ est de type Hopf, et les modes
d’instabilite´ line´aires 2D e´voluent vers des structures 2D isole´es qui sont ensuite soumises a` une
instabilite´ transverse, ce qui re´sulte en un e´coulement chaotique, contrairement a` ce qui est observe´
dans une simulation 2D.
Ces re´sultats illustrent l’importance des effets tridimensionnels pour la transition a` la turbulence de
couche limite de convection naturelle.
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